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Dodatek do Rocznika Polskiego Towarzystwa Matematycznego 
ukazuje się w miarę potrzeby ogłaszania artykułów, pisanych w języku 
polskim; dotychczas ukazał: się T. I za rok 1922 i T. II za rok 1928. 


Sprawozdanie 


z działalności Oddziału Lwowskiego Polskiego Towarzystwa 
Matematycznego 


za czas od 18. X. 1923 — 31. XI. 1925. 


Oddział Lwowski Polskiego Twa Mat, liczy w dniu 1. I. 1926 
członków 34. Siedzibą Oddziału jest Lwów. i 

Władze Oddziału są wybierane na Walnem Zebraniu Oddziału. 
W okresie sprawozdawczym skład osobowy władz Oddziału był 
następujący: 

W czasie od 18. X. 1924 — 15. XI. 1925: 

Prezes Oddziału: Prof. Dr. Antoni Łomnieki 

Wieeprezes: Prof. Dr. Maksymiljan T. Huber 

Sekretarz: Dr. Władysław Niklibore 

Skarbnik: P. Władysław Lichtenberg 

Członkowie Zarządu: Prof. Eustachy Żyliński i- Brof Dr. 
Stanisław Ruziewicz. 

Członkowie Komisji rewizyjnej: Prof. Dr. Marcin Ernst i Prof, 
Dr. Lucjan Grabowski. 

W czasie od 15. XI 1925 — aż do chwili obecnej: 

Prezes: Prof. Dr. Maks. Huber 

Wieeprezes: Prof. Dr. Włodzimierz Stożek 

Sekretarz: Dr. Wł. Niklibore (równocześnie delegat do Zarządu 
Głównego) 

Skarbnik: P. Włodzimierz Liehtenberg. 

Członkowie Zarządu: Prof. Dr. St. Ruziewicz i Prof. E. Ży- 
liński. 

Członkowie Komisji rewizyjnej: Prof. Dr. M. Ernst i Prof. 
Dr. L. Grabowski. 

W okresie sprawozdawczym Oddział odbył 42 posiedzeń nau- 
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kowych, na których, próez komunikatów ezłonków z prac własnych, 
przedstawiano także sprawozdania z bieżącej literatury naukowej. 

Wykaz posiedzeń naukowych z uwzględnieniem ich przedmiotu 
przedstawia się następująco: 


1. Posiedzenie z dnia 18. X..1928. 
1. Komunikat. Prof. Dr. W. Stożek: „O zakresie zbieżności 
kolejnych przybliżeń w równaniach różniczkowych zwyczajnych“. 
2. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. H. Steinhaus. 
2. Posiedzenie z dnia 10. XI. 1928. 


Sprawozdanie z literatury: a) Prof. E. Żyliński 
b) Prof. Dr. S. Ruziewicz. 


3. Posiedzenie z dnia 17. XI. 1928. 


Sprawozdanie z literatury: a) Prof. Dr. S. Banach 
b) Prof, Dr. H. Steinhaus. 


4. Posiedzenie z dnia 20. XI. 1928. 
Sprawozdanie z literatury: Prof. K. Żyliński, 


5. Posiedzenie z dnia 7. XII. 1923. 
Sprawozdanie z literatury: a) Prof. Dr. S. Ruziewiez 
b) Prof. Dr. H. Steinhaus. 


6. Posiedzenie z dnia 10. XII. 1923. 
1. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. H. Steinhaus. 
2. Komunikat: Prof. Dr. H. Steinhaus: „O pewnem twierdzeniu 
z teorji operacji addytywnych i ciągłych“. 


7 Posiedzenie z dnia 14. XII. 1928. 
Komunikaty: a) Prof. E. Zyliński: „O mnożeniu typów grup* 
b) Prof. Dr. W. Stożek: „O pewnem twierdzeniu 
Williamsa z algebry* 
e) Prof. Dr. A. Łomnicki: „O pewnem twierdze- 
niu Williamsa z algebry“. 


8. Posiedzenie z dnia 11. I. 1924. 
1. Komunikat: P. W. Nikliborc: „O zagadnieniach na war- 
tości brzegowe w równaniu y” =/(x,y,y')* 
2. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. H. Steinhaus. 


9. Posiedzenie z dnia 18. I. 1924. 
1. Komunikat: P. J. Schauder: „Z teorji odwzorowań“ 
2. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. S. Banach. 
10. Posiedzenie z dnia 25. I. 1924. 
1. Komunikat: P. S. Kaczmarz: „O równaniach funkeyjnych* 
2. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. S. Banach 
11 Posiedzenie z dnia 8. II. 1924. 


1. Komunikat: P. C. Burstin: „Geometrja przestrzeni n-wy- 
miarowej* 
2. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. H. Steinhaus. 


12. Posiedzenie z dnia 15. II. 1924. 
Komunikaty: a) Prof. Dr. L. Grabowski: „O kierunkach przy- 
spieszeń 3-ch ciał, przyciągających się we- 
dług prawa Newtona“ 
b) Prof. Dr. H. Steinhaus: „O mierzeniu pół 
płaskich“ 
e) Prof. Dr. S. Banach: „Z teorji funkcji zmien- 
nej rzeczywistej“. 
13. Posiedzenie z dnia 22. II. 1924. 


1. Komunikat: P. J. Schauder: „Ż teorji odwzorowań“. 
2. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. H. Steinhaus. 


14. Posiedzenie z dnia 29. II. 1924. 


Komunikat: Prof. Dr. A. Łomnieki: „O aksjomatyce geometrji“, 


15. Posiedzenie z dnia 7. III. 1924. 


Sprawozdanie z literatury: a) Prof. Dr. S. Ruziewicz 
b) P. S. Kaczmarz. 


16. Posiędzenie z dnia 14. III. 1924. 
Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. W. Stożek. 


17. Posiedzenie z dnia 21. III. 1924. 
Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. W. Stożek. 


18. Posiedzenie z dnia 29. III. 1924. 


Sprawozdanie z literatury: a) Prof. Dr. W. Stożek 
b) Prof. Dr. St. Ruziewicz 


19. Posiedzenie z dnia 4. IV. 1924, 


Komunikaty: a) Prof. Dr. H. Steinhaus: „O punktach wymier- 
nych na krzywej Jordana* 
b) P. H. Auerbach: „O pochodnych symetrycz- 
nych“, 


20. Posiedzenie z dnia 21. V. 1924. 


Komunikat: Prof. Dr. H. Steinhaus: „O pewnym systemie or- 
togonalnym“. 


21. Posiedzenie z dnia 1. VI. 1924. 


Sprawozdanie z literatury: a) Prof. Dr. H. Steinhaus 
b) Prof. Dr. S. Banach. 


22. Posiedzenie z dnia 30. IX. 1924: 


1. Komunikat: Prof. Dr. S. Banach: „O równaniach funkeyj- 
nych*. 
2. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. S. Banach. 


23. Posiedzenie z dnia 14. X. 1924. 


1. Komunikaty: a) Dr. S. Kaczmarz: „O sumowalności szere- 
gów ortogonalnych*, 
b) Dr. J. Schauder: „O funkejach wypukłych“ 
2. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. S. Ruziewiez. 


24. Posiedzenie z dnia 21. X. 1924. 
1. Sprawozdanie z literatury: a) Prof. Dr. A. Łomnicki. 
b) Prof. Dr. W. Stożek 
2. Komunikaty: a) Dr. W. Niklibore: „Uwagi 0 twierdzeniu 
Anvgheluzzy*. 
b) Prof. Dr. W. Stożek: „O funkcjach kar- 


monicznych*, 


25. Posiedzenie z dnia 28. X. 1924. 


Komunikaty: a) Prof. Dr. H. Steinhaus: „O sumowalności ciągu 
pierwszą średnią” 
b) Prof. Dr. H. Steinhaus: „O sumowalności ciągu 
pierwszych średnich*. 
e) P. H. Auerbach: „O całce Poissona“. 


26. Posiedzenie z dnia 18. XI. 1924. 


1. Komunikat: Prof. Dr. W. Stożek: „O funkcjach harmo- 
nicznych“ 
2. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. A. Łomnicki. 


27. Posiedzenie z dnia 2. XII. 1924. 


1. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. H. Steinhaus 
. Komunikaty: a) Dr. St. Kaczmarz: „Dowód pewnego twier- 
dzenia Weyla z teorji szeregów ortogo- 
nalnych* 
b) P. Wł. Orlicz: „O pewnem twierdzeniu 
z teorji szeregów sumowalnych*. 


no 


28. Posiedzenie z dnia 9. XII. 1924. 


1. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. H. Steinhaus 
2. Komunikaty: a) Prof. Dr. H. Steinhaus: „O obliezaniu mo- 
mentów statycznych pól płaskich“. 
b) P. Buchbinder: „O rozwinięciu trójkowem 
pewnej liczby” 
e) Dr. W. Niklibore: „O funkcjach hyperhar- 


monicznych. 


29. Posiedzenie z dnia 17. I. 1925. 


1. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. H. Steinhaus 
2. Komunikat: Prof. Dr. A. Łomnieki: „O rozwinięciach pier- 


wiastków na iloczyny nieskończone*. 


30. Posiedzenie z dnia 27. I. 1925. 
Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. H. Steinhaus. 


31. Posiedzenie z dnia 9. II. 1925. 


Komunikaty: a) Prof. Dr. H. Steinhaus: „O zaczernianiu po- 
wierzchni obrotowych przez linje geodezyjne * 
b) „Szeregi trygonometryczne lakunarne* 
c) „Przekątnia średnich Cesaro“. 


32. Posiedzenie z dnia 16. II. 1925. 


Komunikaty: a) Dr. W. Niklibore: „O funkcjach hyperharmo- 
nicznych* Część II. 


b) Dr. J. Schauder: „O nielinjowych operacjach 
w przestrzeniach funkcyjnych“. 


33. Posiedzenie z dnia 15. III. 1925. 
1. Komunikaty: a) P. Auerbach: „Dowód pewnego twierdzenia 
prof. Banacha* 
b) Dr. Niklibore: „O funkcjach hyperharmo- 
nicznych* Część III. 
2. Sprawozdanie z literatury: Dr. W. Niklibore. 


g 34. Posiedzenie z dnia 28. 1V. 1925. 
Komunikaty: a) Dr. S. Kaczmarz: „O pewnem twierdzeniu 
Rademachera* 


b) Dr. W. Niklibore: „O funkcjach hyperharmo- 
nicznych“ Część IV. 


35. Posiedzenie z dnia 5. V. 1925. 
Komunikaty: a) Prof. Dr. W. Sierpiński: „Uwagi o zbieżności 
szeregów nieskończonych * 
b) Prof. Dr. H. Steinhaus: „O pewnem zagadnie- 
niu z mechaniki klasycznej*. 


< 


36. Posiedzenie z dnia 23. VI. 1925. 
1. Sprawozdanie z literatury: a) Prof. Dr. H. Steinhaus 
b) Dr. S. Kaczmarz 
2. Komunikaty: a) Dr. W. Niklibore: „O funkejach hyperhar- 
monicznych* Cz. V. 
b) „O krzywych ekwipotenejalnych funkcji 
Greena“. 


37. Posiedzenie z dnia 15. IX. 1925. 
Komunikaty: a) Pref. Dr. S. Banach: „O pewnych funkcjona- 
i łach prowadzących do równań cząstkowych“ 
b) Prof. Dr. H. Steinhaus: „O pewnem zadaniu 
z rachunku prawdopodobieństwa* 
e) Doe. Dr. Böttcher: „O pochodnej uogólnionej*. 


38. Posiedzenie z dnia 6. X. 1925. 
Komunikat: Dr. S. Kaczmarz: „O sumowalności szeregów or- 
togonalnych*. 


39. Posiedzenie z dnia 7. XI. 1925. 
1. Sprawozdanie z literatury: Prof. Dr. S. Banach. 
2. Komunikat: Dr. W. Nikliborc: „O funkcjach hyperharmo- 
niecznych* (z. VI. 


40. Posiedzenie z dnia 23. XI. 1925. 


Komunikaty: a) Prof. Dr. S. Banach: „O prawdopodobieństwie 
przeliczalnem* 
b) Prof. Dr. H. Steinhaus: „O zbieżności szere- 
p gów ortogonalnych* 
c) Dr. W. Niklibore: „O krzywych wypukłych“. 


41. Posiedzenie z dnia 5. XII. 1925. 


Komunikaty: a) Prof. Dr. H. Steinhaus: „O zbieżności szere- 
gów ortogonalnych* 
b) P. Birnbaum: „O twierdzeniu p. Noaillon*. 


42 Posiedzenie z dnia 12. XII 1925. 


Komanikat: Prof. Dr. H. Steinhaus: „O zbieżności szeregów 
ortogonalnych*. 


Dr. Wł. Niklibore M. T. Huber 
Sekretarz Oddziału. Prezes Oddziału, 


T. Ważewski. 


Kontinua prostowalne w związkuzfunkcjami 
i odwzorowaniami absolutnie ciągłemi. 


W pracy niniejszej zajmuję się kontinuami prostowalnemi, po- 
łożonemi w przestrzeni n-wymiarowej. Dowodzę, że warunkiem 
koniecznym i wystarczającym, aby kontinuum było prostowalnem 
(t. j. aby miało skończoną długość) jest, aby było torem ruchomego 
punktu 

=, (6); (v/1,...,n) 


gdzie f, są funkcjami absolutnie ciągłemi (czyli nieokreślonemi cał- 
kami Lebesgue'a) w pewnym przedziale domkniętym. 

Podaję kilka warunków wystarczających i niezbędnych pro- 
stowalności kontinuum ($ 24) z których jeden ($ 25) jest konse- 
kweneją niepublikowanego twierdzenia, uprzejmie zakomunikowanego 
mi przez Prof. W. Wilkosza. 

Wykazuję, że z kontinuum takiego można wydzielić przeli- 
czalną liczbę prostowalnych łuków pojedynczych bez punktów wspól- 
nych tak, aby po usunięciu tych łuków pozostał na kontinuum zbiór 
o długości zero ($ 29). 

Twierdzenie to jest charakterystyczne przez to, że nie posiada 
odpowiednika, o ile chodzi o kontinua K, choćby płaskie, o skoń- 
czonem polu; istnieją bowiem kontinua płaskie, nie zawierające 
wnętrza żadnego koła, a mające pola dodatnie. 

Wykazuję, że kontinuum prostowalne posiada niemal wszędzie, 
t.j. z wyjątkiem klasy punktów o długości zero, styczną obustronną — 
zbiór punktów nie rozcinających go lokalnie ma zatem długość 
zero ($ 27). 

Dowodzę, że każde kontinuum prostowalne M może być 
aproksymowane co do długości z dowolną dokładnością przez konti- 
nua zawarte w K, homeomorficzne z kontinuami płaskiemi ($ 26). 
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Zmierzam do celu poprzez funkcje i odwzorowania absolutnie 
ciągłe, odnośnie do których dostaję dwa twierdzenia o charakterze 
integralnym ($$ 7 i 20). Jedno z nich implikuje pewną integralną 
własność pojedynczych łuków prostowalnych ($ 28) 


$ 1. Uwagi wstępne. 


Polem odwzorowania 


D (t) = (A (t), SL fa (£)), 


podporządkowywującego liczbie £ punkt n wymiarowy /4(2),...,/,(t), 
nazywamy ogół liczb ż dla których- funkcje /,(t),...,/„(t) („skła- 
dowe odwzorowania O(ż)*) są równocześnie określone. 

Rozpatrywać będziemy jedynie odwzorowania o polu -iden- 
tycznem z polem każdej składowej. 

Obrazem zbioru A należącego do pola © nazywamy ogół punk- 
tów podporządkowanych przez © punktom zbioru A. Oznaczamy go 
przez 0©(4) Obraz pola odwzorowania © nazywamy zapasem tego 
odwzorowania. Jeżeli zbiór B jest częścią zapasu © oznaczamy przez 
(B) ogół takich t, dla których punkt KU , fa(t) należy 
do B. Mamy w tym wypadku 


| (B)] = B 
Jeżeli A należy do pola O, to 
AC 9" [0(4)|. 


Odwzorowanie © nazywamy ciągłem w punkcie t, (ewentualnie 
w zbiorze 4), jeżeli jego składowe są ciągłe w tym punkcie (w tym 
zbiorze). 

Mówić będziemy wyłącznie o odwzorowaniach ciągłych, któ- 
rych polem jest przedział domknięty, ograniczony, nie redukujący 
się do puuktu. Odwzorowanie nazywamy absolutnie ciągłen, gdy 
wszystkie jego składowe są funkcjami absolutnie ciągłemi. 


Granicą ciągu odwzorowań ©,(t), D, (t)... nazywamy odwzo- 
rowanie, którego składowemi są granice ich odpowiednich skła- 
dowych. 


Dla odwzorowania ciągłego ©(ż) o polu [a,b] mamy oczywiste: 
Twierdzenie 1. Jeżeli A i B są zbiorami domkniętemi (su- 
mami przeliczalnej liczby zbiorów domkniętych), zawartemi odpo- 


ju! 


wiednio w polu i zapasie ©, to ©(A) i Ø` (B) są zbiorami również 


domkniętemi (sumami domkniętych). 


Wniosek. Jeżeli B jest zawartym w zapasie © łukiem poje- 
dynczym, z którego usunięto końce, to Ø '(B) jest zbiorem mierzal- 
nym. (B jest sumą przeliczalnej liczby łuków domkniętych!) 

Twierdzenie 2. Niech ©, (t), Ø, (t),... będzie nieskończonym 
ciągiem odwzorowań ciągłych o wspólnem polu [a, 0] =4. 

Niechaj Z będzie zbiorem domkniętym i ograniezonym, nale- 
żącym do zapasu każdego odwzorowania tego ciągu. 

Załóżmy, że Q©,(t) zmierzają w A do odwzorowania ciągłego 


D(t). Niech nadto 


m Dp (Z) k, (2M2.,....)f)s 
Wtedy 
m 0- (Z) > k. 
Dowód. Przyjmujemy 
T, = 0! (Z), (u/1,2,..) 
A, => Ti (w1, 2...) 
uiv 
LS 1] ZIE 
vjl 
Oczywiście 
Ai (2 A, 2?) 
m A, > lim m A, k. (v/1, 2,...) 
ulo : 
Na podstawie znanego twierdzenia mamy stąd 
1 mT =m Jfa, = lim m 4, k. 
(1) ll amas 
Okażemy, że 
(T) CZ. 


Niech te T'3). £ należy do nieskończenie wielu 7,. 


P/I,Ż*) 


mn 
te Ta, 


1) m A = miara lebesgue'owska A. 
2) G(_D znaczy C zawiera się w D. 
3) te T znaczy Ł jest elementem 7, 


Ld 


Q* 


12 
więc 
D, (2) € Da (Ta) TA Z, 


a że Z jest zbiorem domkniętym i ograniczonym, więc w graniĉy 
O (t) e Z. Ponieważ żt było dowolnym punktem 7, przeto $(T)C_ Z. 
Stąd TC O"”(Z, a że Ø` (Z) jest zbiorem mierzalnym (Tw. 1) 


więc na mocy (1) 
m0_(Z)ż>m1T>>k, c. n. 0. 


Część I. Funkcje i odwzorowania absolutnie ciągłe. 

$ 2. Lemat. Załóżmy, że f(x) jest funkcją absolutnie ciągłą 
w [a,b] i oznaczmy przez T ogół z-ów należących do [a,b], dla któ- 
rych /'(«)-E0. Do każdego £>0 należy 6>0 takie, że skoro 
A jest dowolnym podzbiorem mierzalnym 7, dla którego 


froda, 


to mALe. 


Dowód. Podzielmy zbiór T na przeliczalną liczbę rozłącznych 
zbiorów mierzalnych, określonych wzorami 


T, = (ê) (xe T. o> 1) 
D= (©) (ze T z = | JE (æ)! = =) (v/2, Woda) 


Załóżmy, że > 0. Wybierzmy N tak, by 


>, 


v/N--1 
Przyjmijmy ô = R i załóżmy, że 4 jest zbiorem mierzal- 
nym, dla którego 
AGH Jiro! dz 5 ô: 
A 
Oznaczmy przez definicję 
N ca 
ek 
RZY ZĘ; C=4 Y T,. 
vj v| N4 


1) (£) p(x) = klasa wszystkich x-ów, które spełniają warunek g(x). 
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Oczywiście 


(1) mC< 


a dla x-ów należących do B jest /'(2) > e R 
a> fre ja> firii fi> y "B, 


e 
mB=<- 


skąd 


i w końcu na mocy (1) 
mAzimB--mC<Le. 


$ 3. A) Twierdzenie. Jeżeli f(x) jest funkcją absolutnie ciągłą 
o polu [a,b]=4 i jeżeli 4 jest podzbiorem mierzalnym 4 to /(4) jest 
zbiorem mierzałnym. W razie, gdy m A =0, to m/(4)=09). 


B) Lemat. Przy założeniach poprzedniego twierdzenia 


m f (4) = fire dx. 


Dowód. Lemat jest słuszny, gdy Á jest odcinkiem otwartym 
lub domkniętym. Oznaczmy np. w ostatnim wypadku przez £,, 44 
punkty zbioru A, w których f dosięga maximum i minimum na 4. 


PE ET AA Je (ajdz E fol 
Bera] 
Stąd natychmiast wynika uogólnienie na wypadek, gdy 4 jest zbio- 
rem otwartym. 
Załóżmy, że A jest zbiorem mierzalnym i że £ >0. 


Wybierzmy ô œ 0 tak, by m(B) Sô pociągało f Ze. Za- 
B 
kładając, co nie wpływa na ogólność wyniku, że 4 nie zawiera 
punktów a i b, zamknijmy zbiór A w zbiorze otwartym O zawar- 
tym w 4, tak, żeby 
m(0— A) Sð. 


1) S. Banach: Fundamenta Mathematicae, tom VII, str. 229, twierdz. 3. 


14 


Wtedy 


mfd zn/(o=|r=fr+fr=fr+e 


o 
a stąd natychmiast wynika nasz lemat. 
C) Wniosek. Jeżeli f(x) jest funkcją absolutnie ciągłą o polu 
ja, b] = Ai jeśli A jest mierzalnym lub niemierzalnym podzbiorem 4, 
na którym niemal wszędzie /” (x)= 0, to mf(4) =0. 
Dowód. Oznaczmy przez Ž ogół x-ów, dla których 7'(x) =0. 
Zbiór Z, = A-Z jest zbiorem mierzalnym, na es niemal 


wszędzie f'(x) = 0. Na podstawie lematu B) m /(2,) = »=j A= 


skąd tembardziej m/f(4)= 0. 

D) Wniosek. Jeżeli Ø (t) =4/, (t),...,/„(t)) jest odwzorowa- 
niem absolutnie ciągłem w przedziale [a, b} =Á i 
AC 4 niemal wszędzie 


(1) i 


vii 

to rzut zbioru O(A) na dowolną prostą przestrzeni ma miarę 0. 

Dowód. Na podstawie poprzedniego wniosku rzuty /,(4),.... 
/„(4) zbioru A na osie układu mają miarę 0. Wobec każdej kar- 
tezjuszowskiej zmiany układu współrzędnych (na nowy układ orto- 
gonalny) związek (1) jest niezmiennikiem, zatem rzut ©(4) na do- 
wolną prostą ma miarę 0. 

$ 4. Twierdzenie. Jeżeli Ø(t) = £/,(t),.... /„(t)) jest abso- 
lutnie ciągłem odwzorowaniem przedziału A, to istnieje h > 0 ta-, 
kie, że każda skończona liezba kontinuów bez punktów wspólnych 
K,,..., Km położonych na $©(4) ma sumę średnie < A +). Wystarczy 


przyjąć 


i jeżeli na zbiorze 


pet hS f(t) dt. 
A~ of 
Udowodnimy naprzód lemat: 
Jeżeli K jest dowolnem kontinuum o średnicy s zawartem 


w 6(4) i A = Ø- (K), to 


(1) s< |/n f Zro dt. 


+ 
A vjl 


1) Średniea zbioru — górny kres odległości par jego punktów. 
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Rzeczywiście : Rzut R kontinuum K na jedną conajmniej z osi 


A A m zd, l 
r,,...,%, naprzykład na oś z, jest odcinkiem o długości > == 8, 


[n 


a zatem m R> 
ATE 
Ponieważ A jest zbiorem domkniętym, a więc i mierzalnym, 
zatem (por. $ 8. B). 


mR =m f, (A) = firl, 
A 


SOLA 


przeto a fortiori nierówność (1) jest słuszna. 
Zwróćmy się do,dowodu twierdzenia. Oznaczmy średnicę K, 


przez s, i przyjmijmy 


skąd 


4, = ©7(K,), (u/1,...m). 


Na podstawie lematu 


usaf Y fls 


Au, vjl 


a że A, są zbiorami bez punktów wspólnych, więc 


3.= 3 WE SMS YA emo 


uli ui Ay sl vi 


$ b. Lemat Jeżeli f(x) jest funkcją absolutnie ciągłą i silnie 
monotoniczną w przedziale 4 = [a,b] i jeżeli M jest mierzalnym 
podzbiorem 4, to dla obrazu M czyli dla f(M) zachodzi równość : 


(1) mat | po|az. 
M 

Dowód. /(M) jest zbiorem mierzalnym ($ 3. A). 

Twierdzenie jest słuszne, gdy M jest przedziałem otwartym 
(sumą rozłącznych przedziałów otwartych). Jest więc słuszne dla M 
dąmkniętych (dopełuiających do otwartych). 

Niech M będzie dowolnym podzbiorem mierzalnym (a, b], nie 
zawierającym żadnego z jego końców, — zacieśnienie to nie wpływa 
na ogólność wyniku. 
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Niech e > 0. Dobierzmy ô> 0 tak, by dla podzbiorów 4 nie- 
TÓWwność 
mA Z 


$ Y' (ayida Za. 


A 


pociągała 


Niech F i O będą podzbiorami 4, odpowiednio domkniętym 
i otwartym, zawartym w M i obejmującym M, o różnicy miar < ô. 


mf(F) S mfu) £m/(0), 


J’ " < mf (M) T E 
To 


Z obu powyższych nierówności wynika 


mran — fir z f=. 


§ . Lemat. Niech /(x) będzie funkcją absolutnie ciągłą 
w przedziale A == [a, bļ, zaś F domkniętym podzbiorem 4 obejmu- 
jącym jego końce. 

Ustawmy wszystkie przedziały przylegające!) do F' w ciąg 
(skończony łub nieskończony) 


(1) AAA 
i przyjmijmy A= [85,0] 


czyli 


Oczywiście 


Twierdzę, że funkcja p(x) identyczna z fix) na F, a linjowa 
w każdym z domkniętych przedziałów 4, jest absolutnie ciągłą w 4. 

Dowód. Oznaczmy przez g,(x) funkcję identyczną z f(x) 
poza wnętrzami przedziałów 4,,.... 4, i linjową w każdym z tych 
przedziałów domkniętych. 

Wszystkie p,„(x) są absolutnie ciągłe w 4; wynika to z twier- 
dzenia, że funkcja absolutnie ciągła w każdym z następujących po 


n 


1) „Intervalles contigus“. 
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sobie przedziałów 


(o 2a], LE, £2],--., | Gp 1; 2] 


jest absolutnie ciągłą w [2,, tr, |. 

Jeżeli ciąg (1) jest skończony, twierdzenie jest słuszne, bo ozna- 
czając przez p numer ostatniego elementu tego ciągu mamy w Ca- 
łem 4 

p,(z) = p(x). 

Pozostaje wypadek, gdy (1) jest ciągiem nieskończonym. Mamy 

wtedy w całem- A 


p(z) = lim p,(2). 


Przyjmijmy 
1 S 
Cim mA, 
Ay 
Mamy dla każdego v 
(2) JirQldz=«,.ma,. »[1,2,...) 
dy 
Twierdzę, że: dla A>żvy i dla każdego zbioru mierzalnego © 
8) Jesamea, a>) 
84, 


Zauważmy dla dowodu, że przy A>>v jest w całem 4, (za 
wyjątkiem końców) 
i fb) —/(a, 
fk ) 


7 
zatem dla każdego zbioru mierzalnego 6 (por. (2)) 


Joi z CZĘ ; EŻ =a) | ZM afe = 6, .m BA,, 
Ay 


b,=a, 1 mA, 
Oá, 


a to daje (3). 
Twierdzę w dalszym ciągu, że dla każdego 4 


(4) Je ZEG?) SWRORSKO 126] 


Rzeczywiście: w wypadku A>» (4) jest następstwem (3) 
przez przyjęcie © =4,. W razie A < v jest w całem 4, 
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p(z) = f(x), 


skad f pal =Jif = c,m4A,, a to pociąga (4). 
Ay ; 


00 


oo 

7 ELSE KE ade a 

Szereg ema, = > fi | jest oczywiście zbieżnym i ma 
v/i vt Ap 


sumę skończoną. 


Niech e> 0. Wybierzmy rtak, aby RE „mA, S A zaś 


vir} 
ô> 0 w ten sposób, aby równocześnie 


WZ COW 
vi 
ASR 
B 


skoro tylko mB<0i BCA. 
Dla wykazania absolutnej ciągłości p wystarczy dowieść, że 
dla każdego skończonego ciągu rozłącznych przedziałów 
8, = [Ya Żal; (0/1,...,8) 
spełniającego nierówność 
> mó, <ó 


gf 


musi być 


PZD 2,)| 


all 


Przyjmijmy 
=y 8,. 
Rozbijmy 6 na trzy zbiory” 


0—0)4,,6)4,+67= CEE 


vjl vjr} 


Dla każdego A>r mamy (por. (3)) 
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Jw=2 WIE AA „m64, Z mO Xe, SPBE S5, 
rl oï, vi qi SE 
czyli 
(5) fods; -a>r 
C 


Na podstawie (4) mamy dla każdego A 


; Y a € 
IE 2 S (m 2 Jw SD m Żyj; 
v/r+l OA, virti Ap vir+H 
czyli 
ye ZŁE 
(6) Jleisg | (1,2... 
D ża 
Na zbiorze Æ% = OF, na którym f jest identyczne z każdem 
Pa, ich pochodne są niemal wszędzie identyczne, zatem 


(7) | : l=|lsg | (41,2, 


Ze związków (5), (6), (7) mamy dla każdego 4 > 


fńse a> 
©) ź è 
tembardziej więc 


: ; 
z 2 aS A a R 
D PalVa) Pal D, EJ =E (>r) 
ol 
a przechodząc do graniey dostajemy 

Żyd el<e, | e.n.o. 

ol! 

Twierdzenie. Jeżeli f(x) jest funkcją absolutnie ciągłą, 

w [a,b]==4, M jest podzbiorem mierzalnym 4 i f(æ) jest silnie 
monotoniczną na M, to 


mf(M) = J Z(alda. 


Dowód. Twierdzenie jest słuszne w przypadku m M = 0 
(por. $ 3 A) str. 13). 
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Załóżmy m M > 0. Rozpatrzymy naprzód przypadek, gdy M 
jest zbiorem domkniętym. 

Oznaczmy przez v’, x” odpowiednio dolny i górny kres M. 

Funkcję f modyfikujemy w [x,«”], tak, by była linjową 
w każdym z domkniętych przedziałów „contigus“ i pozostała nie- 
zmienioną na M. Nowa funkcja g(x) będzie absolutnie ciągłą na 
lx, 2”] (por. lomat poprzedni), będzie miała niemal wszędzie na M 
pochodną = f'(x) i będzie silnie monotoniczną na |x’, «"]. 

Na podstawie lematu poprzedniego i lematu $ 5 str. 15 


mf (M= mg M) =f =" 
M M 


Zwróćmy się do wypadku ogólnego. 
Niech e>0. Wybierzmy 0>0 tak, by związki 4 C Á, 


mA<Zó pociągały | f/|=ze 
A 


Wybierzmy w M zbiór domknięty F tak, aby 


m(M— F) <S ò. 
Oczywiście 


mf(F) =m/(M) <f JA 
M 


Jr SAA — | m<m/u) = fif 


M 


czyli 


stąd 
| p | 
JAF = WOJDA Se, 


M M—F 
zaczem 


mf(M) = c. n. 0. 


$ 7. Twierdzenie. Niech f(x) będzie funkeją absolutnie ciągłą 
w przedziale A = [a, b]. Oznaczmy przez Z ogół punktów, dla któ- 
rych bądź pochodna nie istnieje, bądź = 0. Twierdzę, że do każdego 
e>0 istnieje podzbiór mierzalny 7 przedziału A o mierze <S € 
oraz sieć z}, Tı,..-, 2, rozpięta na A taka. że na każdym ze zbiorów 
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[£t æv] Z-T 


f(x) jest silnie monotoniczną 1). 

Zanim przystąpimy do dowodu zacytujemy pewne rezultaty 
Prof. Banacha ?) i kilka ich natychmiastowych konsekweneyj. 

Załóżmy, że f(x) jest funkcją ciągłą w [a, b] (a < b) i Aa) E /(b) 

Oznaczmy przez R ogół æ-ów takich, że skoro w' należy do 
[a; 0] P z < a tof(x) EJH2) 

W wypadku (I), gdy /(a) < f(b) oznaczam przez P(/, a, b) 
ogół punktów należących do R dla których f(x) >> f(a), zaś w wy- 
padku (II), gdy /(a) > f(b) — ogół elementów klasy R, dla któ- 
rych f(x) £f(a) Przy tych oznaczeniach oraz w założeniu, że 
J (a) f(b) i że f jest ciągłą w [a, b] mamy twierdzenia: 

E P(f,a,b) jest zbiorem mierzalnym. 

B) [Fa) FON CJĄP(J a, b) 

C) f(x) jest w wypadku I silnie rosnącą, w wypadku II sil- 
nie malejącą na P(/, a, b). 

Z 4), B), C) dostajemy na podstawie tw. $ 6, str. 19. 


) |/ (6) —/ (a) Smf Pf, a,b =>. 
P(f;2,b) 
Zwróćmy się do dowodu twierdzenia wysłowionego na po- 
czątku niniejszego paragrafu. 
Niech e > 0. Dobierzmy (por. lemat $ 2, str. 12) 6>0 tak, 
żeby dla każdego mierzalnego A związki 


ACA zę, ojjj Sa 
ż 
implikowały nierówność 
|mA| La. 

Istnieje sieć ty, t,,... X, rozpięta na 4, taka, że 

(a) fr-osŻye s) =el fi, 
vji 

1) Każdą funkcję uważamy za silnie monotoniczną na zbiorze pustym oraz 

na dowolnym zbiorze złożonym z jednego elementu jej pola. 


2) S. Banach: Fundam. Mathem, T. VIII. Sur une classe de fonctions, 
str. 167, tw. I. 
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bo suma występująca w tej nierówności zmierza do warjacji total- 


nej, a więc do fg", gdy sieć zagęszczamy. 
A 

Oznaczmy przez 

A, przedział [x,_,, ©), 

a klasę oczek 4,, dla których /(z,_,) ES (£), 

P, zbiór P(f r,4.%,) — Z w wypadku, gdy 4, ea, 

P, zbiór pusty w wypadku przeciwnym. 
Przyjąwszy te oznaczenia zauważamy, że f(x) jest silnie monoto- 
niczną na każdem P,, zbiory P, są mierzalne (por. A, O)). 

Ze związku (1) mamy według D): 


fir T9 Z f(t) —f ©,_1) | = y F(z) — f(t) | TE 
A>z 


ZI 
; vli a 
~| a = ż > > 
= erl = |=firi=<[ |," 
2| fry [n3 rifes firi 
u ESTA] a Pixy ip) iP XP, A—Z 
zatem : 
fin- firsa 
"EG Zb, 


czyli ze względu na ZP,C4—Z 


a 


[/| =%, 
4-2=2P, 
skąd 
m(A4 Z—2P)<e. 
Kładąe A 


4—Z—ZP,=lI, 
dostajemy ze względu na to, że Zi ZP, są rozłączne i zawarte w A 
OP SP. JOZĘ OK 
a CJ 


P,=4,—Z—1, (v/1,..., u) 
MTSE 


1) 2 oznacza sumę rozciągniętą na wielkości odpowiadające przedziałom 


klasy a. 
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Związki te wraz z uwagą, że f jest silnie monotoniczną na P,, do- 
wodzą słuszności twierdzenia. 

$ 8. Lemat 1. Załóżmy, że f(x. jest funkcją absolutnie ciągłą 
w przedziale A. Niech U będzie ogółem x-ów, dla których f'(x) +0 
i niechaj A będzie zbiorem o mierze > 0 zawartym w U. Twier- 
dzę, że m f(A) > 0. 

Dowód. f(A) jest zbiorem mierzalnym ($ 3 A), str. 13. 


Przyjmijmy 
e=">0, Z=A—U 
Na podstawie twierdzenia z $ 7 istnieje zbiór T 
TAGA: mhen = ce 
i sieć Zj, Zi,- X, rozpięta na 4 taka, że na każdym ze zbiorów 
C, = [tri 2,] — 4 — T, (9/1,..., R) 
f(x) jest silnie monotoniczną. Oczywiście 
T 
(1) DJG=A4=-Z—T 
yji 
(2) m(A— DYR" =e>0. 


Ponieważ AC U=4—2Z, więc na mocy (1) 


HEEN ZZ RY 
CZAI 
Stąd dostajemy na podstawie (2) 
m(A —T) = Ym C,(4A—T)>0, 
fl 
zatem miara przynajmniej jednego ze zbiorów C,„(4 — T) powiedzmy 
zbioru D, =C,(4— T) jest > 0. Ponieważ na zbiorze tym f(x) 
jest silnie monotoniezną. a pochodna na nim jako na części A jest 
stale + 0, więc (tw. $ 6, str. 19) 


m/(G(A— Ty = [|a| dz>0 
Dz 


i tembardziej m/(4) > 0. 
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Lemat 2. Jeżeli f(x) jest funkcją absolutnie ciągłą o polu 
A = [a,b] i jeżeli AC 4, mf(4)=0, to niemal wszędzie na 4 
f'(a)==0. (A może być zbiorem mierzalnym lub niemierzalnym). 

Dowód. I. W wypadku, gdy A jest zbiorem mierzalnym le- 
mat nasz wynika natychmiast z lematu poprzedniego. 


II. W wypadku ogólnym połóżmy 
/(4) M, N=/f(4) — M. 
Mamy m M = m f(4) =0. 
Istnieje zbiór N, będący sumą przeliczalnej liczby zbiorów 
domkniętych, dla którego 
m N, = m N = m fd) 
N, CN. 
Połóżmy M, =/(4) — N.. 


Oczywiście 
(1) MCM,, m M; =0 
J (N) jest sumą przeliczalnej liczby zbiorów domkniętych ($ 1, 
tw. I, str. 10), zatem zbiorem mierzalnym. 


Połóżmy A, =4 JM). Oczywiście 
(2) JA) = Á, M, = f(A), ACR (M) C (M) = 4 


Z (1) i (2) wnosimy na podstawie wypadku I, że na zbiorze mie- 
rzalnym Á, a zatem i na jego części A pochodna f"(x) jest nie- 
mal wszędzie = 0. 

Wniosek. Jeżeli D(t) = (/, (t),...,/„(ż)) jest odwzorowaniem 
absolutnie ciągłem w fa, b| = A i jeżeli A jest podklasą 4, taką. że 
D(A) rzuluje się na każdą z osi układu jako zbiór miary 0, to nie- 
mal wszędzie na A 


PAU 


vfi 
Dla dowodu wystarczy zauważyć ze względu na lemat jo- 
przedni, że m/f,(dA)=0 (v/l,...,n). 
$ 9. Lemat. Załóżmy, że Ø (t) = £/,(4)...., /„(ł)y jest absolutnie 
ciągłem odwzorowaniem o polu |a, b] = A. 
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Oznaczmy przez T ogół liczb , dla których 


MIU ą 
S O> 0. 
vt 
Załóżmy, że łuk pojedynczy L o długości o*, nie redukujący 
się do punktu zawiera się w 9(4) i przyjmijmy 8 = ®7 (L). 
Niech W(o) = 4g,(0),...,9„(0)) będzie naturalną reprezentacją L 
w [0,o*] (— parametrem o jest długość łuku liczona od jednego 
z jego końców). 
Twierdzę, że istnieje zbiór 74 o własnościach 


CG RSKI! 
taki, że związki 
teST—T,, O(t) = P(o) 


pociągają równość 


nÓ=eb | ŻV.60E.93(0),  (4/1,...,n) 
vjl 
gdzie [e(ż)]2 = 1. 

Dowód. I. Oznaczmy przez 7, ogół punktów zbioru Ś. T, 
dla których gęstość bądź nie istnieje, bądź nie równa się jedności. 
Oczywiście : 

TEEM T= O; 

III. Zbiór ST — T, — U, gdzie U jest dowolnym zbiorem 
miary 0, jest w sobie gęstym (t. j. każdy jego punkt jest dlań 
punktem skupienia). 

(Wystarczy zauważyć, że zbiór ten składa się wyłącznie z punk- 
tów o gęstości 1, które muszą być jego punktami skupienia). 

IV. Jeżeli 

te ST— 75, (uji, 2,...) 
tę e ST — T7, 


tF t; EEE 


lim t, = Éo; 


glooo 


to od pewnego w począwszy jest stale 
D(t) FP). (wut 1, w+ 2,...) 


W przeciwnym razie byłoby dla pewnego ciągu wybranego fa,, ła,y.-- 
Dodatek do Rocz. Pol. Tow. Matem. 3 


n 


Yy folta) Alt) a f 
PA = 


ZWGFE=o, 


pl 


(u/1, 2, ...) 


skąd w granicy 


co jest niemożliwe, bo ż, e T. 

V. Funkcja W”!(k) punktu k położonego na łuku Z jest ciągłą 
na L (bo W jest odwzorowaniem ciąglem i jednojednoznacznem). 

VI W”'(0(f)) jest funkcją ciągłą na S, jaka funkcja złożona 
z dwu funkeyj ciągłych. 

VII. Związek ©(t) = W(o) jest równoważny związkom 


0=U-='(D(i), t eS, 
(bo odwzorowanie W jest jednoznaczne i S=©0"'(1). 
VIII. Oznaczmy przez 2, ogół punktów przedziału [0, o*), dla 
których MY [g, (o)]? bądź nie istnieje, bądź == 1. Mamy 
e m(Q;) = 0, 


a zatem rzut W(Q,) na każdą z osi układu jest miary O (por. $ 3 D), 
str. 14). 
IX. Przyjmijmy 
l, > 09040]. 
Jest (por. $ 1, str. 10) 
Ø (13) =P(A,). 
Na podstawie VIII dostajemy (zob. $ 8, wniosek, str. 24): 
X. Na zbiorze 7, jest niemal wszędzie 


skąd Ml LENO 
XI. Jeżeli te S—T, i D(t) = (0), to 


2: [g„(0)]? =l, 
pj1 


bo wtedy (por. VIII i IX) o należy do [0, o*] — £,. 
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XII. Jeżeli 
(1) t e ST — Tę — TT;, 
to a) istnieje o,, dla którego 
(2) D(t) = Tlo), 
8) dla każdego takiego o, mamy 


4(%) = wV Zi y [4,(t)1? ga (0); (4/1,..., 21) 
gdzie ke 
Ela =R 


Istotnie, załóżmy, że (1) zachodzi. Z (1) wynika t, e Ś, zatem 
istnieje o, spełniające (2). Z (2) dostajemy na podstawie VII 


(3) o, = W” (Ø (to). 
Zgodnie z III i X istnieje ciąg £, o własnościach 

(4) t,eST—T,— TT, łk, limi, =t,. 

gl 

Według IV od pewnego w począwszy 

(5) D(t) F Dlt), (>p). 
Przyjmijmy 

(6) Ou = g (D(t): 


Prawa strona ma sens, bo według (4) t,e 8. 
Z (6) dostajemy na podstawie VII 
(2) D= "la. (ult, 23) 
Ponieważ odwzorowanie (o) jest jednojednoznaczne, więc 
zgodnie z (3), (5), (6) 
(8) OF o, U>). 
Z (4), (3) i (6) wnioskujemy na podstawie VI 


lim 0, = - 05. 
goo 


Dla u> u' mamy na zasadzie (2), (7), (4) i (8) 


(9) UP) (0) FL. (a) ; Tu= Go Dr fa (£,) SE: fa (to) (4/1 
0, — ta — to tu — to 


1-0), (U > W) 
3* 


JE WE galo) > ) — Fa(to))* 
ri 0, —% ) U — ło J 


a przechodząc do granicy mamy (por. XI i definicja zbioru 7') 
lim (76% 2 y > Use 
m '0 


Istnieje zatem ciąg ay Qy,C4,.., dla którego 


e(to) \ DR 2! fa (to)]?, e (i)? = 


ba, 


Biorąc odpowiedni ciąg sa dostajemy zatem z (9) 


(alb) = TA PAOLA ORO 


vj 


gdzie e(t,)? = 
Przyjmując 7, = 7, + 737 stwierdzamy opierając się na II 
i X, że lemat nasz jest słuszny. 


Część ll. Absolutnie ciągłe obrazy odcinka. 


$ 10. Definicja. Kontinuum ograniczone K, z którem związana 
jest liczba k < -++ oo taka, że każda skończona liezba jego podkon- 
tinuów bez punktów wspólnych ma .sumę średnie <h, nazywam 
kontinuuum „à variation bornée“ lub kontinuum o ograniczonej 
zmienności. 

$ 11. Twierdzenie. Kontinuum o ograniczonej zmienności nie 
zawiera żadnego łuku pojedynczego nieprostowalnego, ani nieskoń- 
ezonego ciągu łuków pojedynczych, prostowalnych, nie mających 
między sobą nie wspólnego poza końcami, a mających nieskończoną 
sumę długości. 

Dowód sprowadza się do dwu następujących lematów. 

Lemat 1. Do każdej liczby h(0 < h < 4+ oo) można dobrać 
na każdym łuku pojedynczym nieprostowalnym L skończonę liczbę 
łuków bez punktów wspólnych o sumie średnie >> h. Rzeczywiście: 

Wybierzmy na L poczynając od jednego końca, a kończąc 
na pozostałym, ciąg następujących po sobie punktów P,, P,,... P., tak, 
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aby 


2n 

(1) Ż PP) > 2h 
CZAI 

(9(4, B) = odległość punktu A od punktu B). 

Albo łuki odpowiadające parzystym, albo nieparzystym wyra- 
zom sumy (1) będą miały sumę średnic =h. Łuki te nie będą 
miały między sobą punktów wspólnych. 

Lemat 2. Na każdvm pojedynczym prostowalnym łuku L 
o długości ¿>> 0 istnieje skończona liczba rozłącznych łuków nie 
nie zawierających końców L o sumie średnich >> A 

Dowód jest podobny do dowodu lematu poprzedniego. 

§ 12. Twierdzenie. Absolutnie ciągły obraz odcinka (t. j. obraz 
przedziału domkniętego w odwzorowanin absolutnie ciągłem) jest 
kontinuum o ograniczonej zmienności. 

Jest to natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia § 4, str. 14. 

$ 13. Definicja. Nieskończony ciąg pojedynczych prostowal- 
nych łuków Lı, Ly,..., o długościach l,l... nazywam ciągiem 
dendrytowym, jeżeli 

19 1220; (0/25): 

29) Szereg JI, ma sumę skończoną. 


vj 


39) LL D L redukuje się do jednego z końców łuku Lp} 
vjl 
(nfi,2,...). 
Wypowiedź, że kontinuum K jest rozwijalne w ciąg dendry- 
towy Li, L4,..., oznacza, że 


ea y 
K => L,. 1) 
m 
8 14. Twierdzenie. Nie redukujące się do punktu kontinuum 
K o ograniczonej zmienności jest rozwijalne w ciąg dendrytowy. 
Dowód. Wybierzmy h>0 tak, by każda skończona liczba 
rozłącznych podkontinuów naszego kontinuum K miała sumę sred- 
nie < h (por. $ 10, str. 28). 


1) A oznacza zbiór A wraz z jego punktami skupienia, 
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a) K jest kontinuum jordanowskiem, w razie przeciwnym 
istniałby bowiem na K nieskończony ciąg rozłącznych podkontinuów 
o nieskończonej sumie średnie, a zatem i skończony ciąg.o sumie 
średnic > h !). 

8) K nie zawiera żadnego łuku nieprostowalnego (por. $ 11, 
str. 28). 

y) Wybierzmy na kontinuum jordanowskiem K dwa dowolne 
różne od siebie punkty i połączmy je łukiem pojedynczym P o koń- 
cach a, b zawartym w K 3). Oznaczmy przez L, którykolwiek łuk 
zawarty w P, nie redukujący się do punktu i różny od P. 

I, jest łukiem prostowalnym (por. 5). 


K— L, =E0. 


Przypuśćmy, że określono ciąg prostowalnych, nie redukują- 
cych się do punktu łuków pojedynczych Z,,..., L, o własnościach 


I. 2 b EK 


vjl 
II. Jeżeli n >> 2, to zbiór 
n=1 
LJ L, 


n 


redukuje się do jednego z końców L,. 
—WD,- 
UL K a DYEE0: 
wj! z > 
IV. Oznaczając przez m, średnicę L,, przez Q,_, maximum 


v-1 v—1 
odległości punktów K -7 Lr od X L, mamy w razie, gdy n2>2 
ul ul 
m, 2% (v-1- (v/2,..., m). 


Własności I—IV są spełnione dla ciągu złożonego z jednego tylko 
łuku L. 
Określam L,.,,. Według III mamy 


9, > 0. 


1) Wynika to łatwo przez małą modyfikację dowodu pewnego twierdzenia 
Prof. Mazurkiewicza (Fund, Math. T. I. str, 176. Twierdz, iV). 

2) 8. Mazurkiewicz: Fund. Mathem, tom I. Sur les lignes de Jordan 
str. 201. Twierdz. IX. 
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Ponieważ K jest zbiorem ograniczonym i domkniętym, istnieje 
więc © 


e KEG 


vji 
dla którego e[c D E = 


vi 
Połączmy °) w obrębie K punkt c z dowolnie wybranym punk- 


tem d zbioru N L, zapomocą łuku pojedynczego M. Oznaczmy 
vj 


przez e punkt, w którym wyszedłszy z c i poruszając się po M na- 


potykamy po raz pierwszy punkt zbioru DAE 


v/1 


Nazwijmy N łuk częściowy M o końcach c i e. 
Oczywiście srednica (N) >> ọn- 
Niech f będzie pierwszym licząc od e punktem na N, w któ- 


rym g(/, e) = e 


Oznaczę przez L,,, łuk częściowy N o końcach e, f. Lpp jest 
łukiem prostowalnym nie redukującym się do punktu. 


Oczywiście m,,, = średnica L+, > Qn 9 (własność IV). 


Własności I, II, HI (w których m SB przez n+ 1) za- 
chodzą dla łuku L}, — wynika to wprost z jego definicji. 

Oznaczając przez l, długość Z,, stwierdzamy że ciąg Li, Ly... 
spełnia własności 1°) i 3°) ciągu dendrytowego (por. $ 18). Włas- 
ność 20) z $ 13 zachodzi na podstawie $ 11. Ciąg ten jest zatem 
ciągiem dendrytowym. Pozostaje wykazać (por. $ 18), że 


DK 


W 


Ponieważ J* L,C K, wystarczy udowodnić, że związek 


vj! 


1) g(c, A) oznacza odległość punktu e od zbioru 4, t. j. dolny kres od- 
ległości punktów zbioru A od punktu c. ọ (a, b) = odleglość punktów a, b. 
2) Wykonanie rysunku ułatwi lekturę, 
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(1) RY 


vi 


pociąga 


o 


(2) (s Xt, )=0. 
v/i 


Ze związku (1) mamy 
(8) 0<ę (>> L,) Zo 22 L,| Żył, <27R 
p/i vhi 


la}, jako wyraz zbieżnego szeregu, zmierza do 0. 
Przechodząc z (35) do granicy dostajemy (2). 
8 15. Definicja. Zaszczepienie Z(W, 6, O, s, œ) odwzorowania 
W(t) na odwzorowaniu © (t). 
Załóżmy, że odwzorowania 
D (t) = {fi (t),..., f„(2)) 
V(t) = 49 (0), ---, 9a (D) 
spełniają następujące warunki W (W, b, O, s, a): 
1. Są absolutnie ciągłe w swych polach [0, 28s] i [0, 26], 
(s> 0, 8> 0). 
2. Niemal wszędzie na [0, 2s] 


Fror =(), @>0, a+8=3 


3. Niemal wszędzie na [0, 26] 
S lsbE=L. 


v/Ł 
4. Istnieje to e [0, 2 s], dla którego 
D(t) = P0) = (2). 
W tych warunkach oznaczmy przez ł najmniejszą z pośród 
liczb t, spełniających 4. 
Przyjmijmy w przedziale 


, 
no =r (ŻE), wn 


a 
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w przedziale 


(IL) 


at  at'--28s 
ppl 


hlb =g, ZET), (w/l, n) 


oraz w przedziale 


at'|-28s , ; 
kB =r, EE"), (P/1,..., n). 
Odwzorowanie 


© (b) = {hi (t), ha (t). hn (6) 


nazywam zaszczepieniem W na © i oznaczam przez Z (W, 6. O, s, a). 
Otrzymaliśmy je z Ø i W przekształcając linjowo przedziały 
[0,4], [4,2 s] składające się na pole © odpowiednio na przedziały : 
Ii III, oraz pole W= [0,268] na przedział II. 
$ 16. Przy założeniu, że zachodzą warunki W(UW, 8, O, s, a), 
zaszezepienie %2 posiada następujące łatwo sprawdzalne własności: 
A) Q(t) jest absolutnie ciągłem odwzorowaniem o polu [0, 25]. 
W przedziale tym jest niemal wszędzie 


Vy; (2 — (ZER) 
2 hy (t) * | ; 
vjl 
Każda z funkcyj h, spełnia warunek Lipschitza: 


BOEDOISZE Md 2 


gdy t e[0, 2s], AE [0, 2s]. 
B) ©2([0, 2 s]) = ©([0, 2s])-- W([0,26|) (por. $ 1, str. 10). 
C) Jeżeli J/ jest zbiorem mierzalnym zawartym w [0,28], to 
istnieje zbiór M’, dla którego 


a 
Q (M (M), m M' > >g” M > mM. 
Sa a+B 
©) Jeżeli Z jest zbiorem domkniętym i 
ŻE ©([0, 2s]) 


to m Q` (Z) > A m D7 (Z) > Smg (Z). 
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D) Jeżeli N jest zbiorem mierzalnym zawartym w [0,24], to 
istnieje zbiór N’, dla którego 


mN'> 


zpg"N> N>zmN, Q(N)= P(N). 


D') Jeżeli Z jest zbiorem domkniętym i 
ZC W([0,28])) 


to mQ (Z) > ET ULA (Z) > m (Z). 
$ 17. Twierdzenie. Jeżeli 
(1) Li, Ly, 


jest dendrytowym ciągiem łuków o długościach /,,/,,... (por. § 18, 
str. 29) i jeżeli przyjmiemy 


to a) istnieje absolutnie ciągłe odwzorowanie ©(ż) o polu [0,2 s], 
dla którego 


B([0, 2 s]) SU 

pl 
b) Oznaczając przez L, resztę, pozostającą z L, po usunięciu . 
końców, mamy 


L,.L4=0, (ug. 


e) Zbiór ZL, — 2 L, rzutuje się na każdą prostą przestrzeni 
n-wymiarowej jako zbiór o mierze linjowej 0. 

Dowód. Część b) jest oczywistą (zob. $ 13). 

Oznaczmy przez a, jeden z końców /,. Zbiór 


(1) Qa = Lpa 2 D; 


Al 


redukuje się do jednego z końców Z, (zob. $ 13). 
Biorąc na łuku L, jako parametr dlugość łuku ¢ liezoną od 
końca a, dostaniemy Te reprezentację parametryczną w [0,2] 


> pe. 
Ju NISKA (t). 
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Określmy g; (ż) przez warunki 


gi, (6) = gu (t) w przedziale [0, 1,] 
Ju (£) =J (2l, zz) n Zu; 21,] 
(ufl,...09);  (0[1,...,n). 
Odwzorowanie : 
UMO) = {Ih (t) Ju (t)} 
jest absolutnie ciągłe w przedziale [0, 2/,] oraz 
(2) W (10, 2 UAD FR En 
(3) W, (0) = F, 2) =a,. 


Nadto niemal wszędzie w |[0, 2/,] 


Yaro) = 1. (1/1... 00), 


vfi 
Określamy ciąg odwzorowań ©, (t), Ø, (t)... w sposób nastę- 
pujący 
D, (6) = Up (a t), 
„S 
D ya (t) = Z(W m: lutis D,, S, G — ... -|- l: 
Zaszczepienie powyższe jest możliwe w wypadku u = 1, bo 
zachodzą warunki W(W,./,, ©,,s,ł,) (zob. $ 15, str. 32). 
Istotnie: Odwzorowania ©, i W, są absolutnie ciągłe w swych 
polach odpowiednio [0, 2s] i [0,27]. 
Składowe fi (t),...,//'(t) odwzorowania Ø, (t) spełniają niemal 
wszędzie w [0, 2s] związek 
Yizo =à} 6>01+4<5 
7 dt 1 s , 1 JL 2 , 
yji 
zaś składowe %, (ż) w [0.22,] związek 


p (d 3 
San 
Ponieważ W, (0) = W, (21) = a, (por. (8)) 


M e Ly, (zob. (1)) 
1 c U ([0, 1,)) = 0, (IO; 2s]), (zob. (2) i def. D,) 
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istnieje więc t, dla którego 
W, (0) = 7, (2 4) = 0, (t). 


Cytowane warunki zachodzą, zaszczepienie jest zatem możliwe 
i musi spełniać warunki A) —D') $ poprzedniego. Opierając się na 
tym paragrafie upewniamy się na podstawie indukcji matematycz- 
nej o następujących własnościach odwzorowań 0, 
a) 9,(0,2s] = +... |-L,, (u/1,... 00) 
p) Jeżeli Li, jest łukiem domkniętym i 


Ly C Dy, 
to m7 (Lu) > 2 długość Ly. (42 u). 


y) Przyjmując ©, (t) = 4/, (t),...,/4(t)), mamy dla każdych 
t, t leżących w [0,28] 
OZEE P], (w, n) (1f1,...09).! 


Ciąg odwzorowań Ø, (t), O, (ż),... jest ograniczony w [0, 2 s], — 
własność a) daje nam bowiem 


0,(0,25) C Y t 
ali 
a zbiór po prawej stronie ma średnicę < s. 
Wnosimy stąd, że każdy z ciągów funkcyj 


(4) POO P/a) 
jest ograniczony w [0, 2s]. Na podstawie własności y) każdy z tych 
ciągów jest równomiernie ciągły w [0, 2s]"). 

Na zasadzie twierdzenia Ascoli'ego *) wnioskujemy stąd 
o istnieniu rosnącego ciągu wskaźników a,, «,,... dla którego ciąg 
wybrany z (4) 


faq fan 
jest zbieżny (»/1,... n). 
Przyjmijmy lim e O=)  (/1,..%). 
s ja 


Własność y) daje nam w granicy dla każdych tt" leżących 
w [0, 2s] 
PZG EAE AAT 


1) Egalement continue. 
2) Zob, n. p. Tonelli: Calcolo delle Variazioni t. I. str. 76. 
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Funkcje f” (t) spełniają więc warunek Lipschitza w prze- 
dziale [0, 2s] — są przeto absolutnie ciągłe równie jak i odwzoro- 
wanie ©(t) = (/1(t),..., /" (6). 


Dla dowodu części a) naszego twierdzenia pozostaje okazać, że 


D([0, 2s) = JL, 


an 


a to wynika z łatwością z własności a) i y) odwzorowań 0, (ż). 
Dla dowodu części e) oprę się na własności 8). 
Wykażę naprzód, że 


(5) m D-1 (25) ES 

Zwróćmy uwagę na którekolwiek L,. Niech e > 0. 

Z L, wydzielmy domknięty łuk L} o długości 7, tak, by 

l 21, —e. 
Na podstawie własności 8) 
m Dz, (La) > 2h,  (a,>4) 
a w granicy (tw. 2, § 1, str. 11) 
m B-1(L;) >> 217 > 2l, — 2 e. 


Poniewaź Q~1(L}) jest zbiorem mierzalnym (tw. 1, $ 1, str. 11), 
mamy tembardziej 


mD (L) > 21, —2e, 
a na skutek dowolności e 
m= (L) >> 21,, (4/1,... 00). 
Ponieważ zbiory L, są rozłączne, więc dodając mamy 
(6) m 0-1 (22) >2 Ż1,=% 
1 


Al pn 
Ale 


(1) n(Y L; | C 10,25], 


aj1 
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zatem łączące (6) i (7) dostaję 


mp- (2 L= DL =N 
ul uh 
a stąd natychmiast wyniknie część e) po oparciu się na lemacie, że 
obraz zbioru miary 0 rzutuje się na każdą prostą jako zbiór 
miary O ($ 3D, str. 14). 

$ 18. Twierdzenie. Każde kontinuum K o ograniczonej zmien- 
ności jest absolutnie ciągłym obrazem odcinka. 

Dowód. Na podstawie $ 14 str. 29 K jest rozwijalne w ciąg 
dendrytowy, zatem na podstawie poprzedniego twierdzenia (część a) 
jest absolutnie ciągłym obrazen odcinka. 

Łącząc niniejsze twierdzenie z twierdzeniem paragrafu poprzed- 
niego, $ 12 (str. 29) i $ 14 otrzymujemy: 

$ 19. Twierdzenie. Pojęcia absolutnie ciągłego odwzorowania 
odcinka, kontinuum o ograniczonej zmienności (por. def. $ 10, str. 23) 
i kontinuum rozwijalnego w ciąg dendrytowy (por. def. $ 13, str. 29) 
pokrywają się. 

$ 20. Twierdzenie. Jeżeli 


(1) F (6), ..-, Fb) 
są funkcjami absolutnie ciągłemi w (a, b] =4, to istnieje zbiór miary 
zero T' taki, że skoro £, i łą należą do A— T i 


f,t)=/,(t),  (/1,...n), 


TEE a E 
(2) OEE EA O) 


jest mniejszy od 2. 


to rząd macierzy 


Dowód. I) Przyjmijmy: 
D = {A (6), .--, fa (0) 
i zacieśnijmy pole © do przedziału Á w razie, gdyby funkcje (1) 


były określone też poza 4. 
Oznaczmy przez M, Z, U zbiory, w których odpowiednio 


(3) DZ 


yji 
nie istnieje, = 0, > 0. 
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M, Z, U nie mają punktów wspólnych i w sumie dają na 4. 

W razie, gdy 0©(4) = K redukuje się do punktu, twierdzenie 
jest słuszne, bo wtedy A = Z i macierz (2) składa się z samych zer. 

Odrzucając ten wypadek, rozwińmy ©(4) (zob. $ 19) w ciąg 
dendrytowy ly, Lą,... i oznaczmy przez L, resztę pozostającą z Dy 
po usunięciu końców. 


Na podstawie $ 17 e) (str. 34) zbiór K F Li i tembar- 


ajl 


dziej jego część K -9 L, rzutuje się na każdą prostą jako zbiór 
ali 


miary 0. Wnosimy stąd (§ 8, wniosek, str. 24), że na zbiorze 


(4) A= (0-1 ( Ky L) 


ajl 


jest niemal wszędzie y MORNESE 
s p 
UM 
(5) m(A. U) =0. 
Przyjmijmy 
(6) SZOLC) (a/1, 2,..-). 
Mamy oczywiście : 
IN) Jeżeli t,e S$, i 0(,)=O(f,), to te Sz, (a/1,2,...). 
IID) Ż drugiej strony na podstawie (4) i (6) 


PIED s 


a/1 


„ale 

U— (UA) =U—ACA—A4, 
więc 
(7) U— (U4) C Y Se 


ælt 
Niech Ga (s) = (97 (s), ..., g% (s)} będzie reprezentacją naturalną 
łuku DL, (parametrem jest długość łuku liczona od jednego z jego 
końców). Według $ 9, str. 24: 
IV) Istnieje zbiór 7, taki, że 


(8) ż E S ETE 
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i taki, że skoro t e UŚ, - T,, to istnieje dokładnie jedno s, dla którego 
G (s) = D(t), 


SETA 
AOEKOFACONDZACACROCZE 
vj! 
PRESE 
V) Przyjmijmy 
(9) T=M+AU+- Y Te 
aji 


Na podstawie (5), (8) i definicji zbioru M mamy 


(10) m =0: 
Według (9) MC 7, więc 
— TCZM 


skąd, mnożąc obustronnie przez 4, dostajemy 
A-TCA—M, 
ale 4—M=U+2, bo zbiory U,M,Z są rozłączne i dają 


w sumie 4. Mamy zatem 


A—TCU+-Z, 
skąd, mnożąc obustronnie przez 4— 7, otrzymujemy 
(11) A—T=(A - T)U+(4— T)Z. 
Z, drugiej strony według (9) a) 
— TC—(dU). 
Oczywiście 
AUCU. 


Mnożąc stronami powyższe inkluzje mamy 
(4— T)UC U— (AU), 

skąd według (7) 

f (4— TJUC ZĘ. 


1) — C oznacza uzupełnienie zbioru C do prostej liczbowej. D — C ozna- 


cza D.(— O). 


41 


Mnożąc ten związek obustronnie przez U dostajemy 
(4—T UCUZS,. 


Według (9) jest 
—TC-21T,. 


Mnożąc stronami obie powyższe inkluzje otrzymujemy 


(12) A MUC VAS ZT.. 


W każdym punkcie zbioru A — T su ma X'S (t)? jest określona, 


v/i 
bo zbiór ten nie ma żadnego punktu wspólnego z M. 
Załóżmy 
(13) te4—T, teA—T, D(t) = D(t). 


Jeśli jeden z punktów t,, tę należy do (4— T)Z, to macierz 
(1) jest rzędu < 2, bo jeden jej wiersz składa się z samych zer, 
Pozostaje wypadek (zob. (11)) 


(14) Łe(4—T).U, tel(4— T)U. 


Według (12) ż, należy do pewnego S«, powiedzmy do S5, 
zatem (por. (13) i II) ż e Sz, czyli 


ty E Sg, tą € Sp, 
stąd zaś i z (12) 
ty € Sp— Ty, tę E Sg— Ty, 


a według (14) jest w końcu 
te US;— Ty, ta e US;— TĄ. 
Ze względu na IV istnieje więc dokładnie jedno s,, dla którego 
O (t) = D (t) = Gg (s1) 
fi) =ealh) g VIGS 


d ETEN 
Fot) = Elh) T PD VEIG | (0/10), 
£p(4,)* = Ep (t) = 1. 


Podstawmy te wartości do macierzy (2) i zwróćmy uwagę na 
to, że oba powyższe pierwiastki są różne od zera (t, i t e U!). 
Dodatek do Rocz. Pol. Tow. Matem. 4 
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Dzieląc wiersze macierzy przez różne od zera liczby Ep (bi): Eg (tz) 
i przez oba pierwiastki nie zmienimy jej rzędu, a dostaniemy ma- 


cierz 
d 
phh oo Ž g(s 1) 
d d 
ESN ASA 2 Big 
ph 5:0 g) | 


o obu wierszach identycznych. Rząd jej jest < 2. 
$ 21. Definicja. Mówimy, że zbiór A położony w przestrzeni 


n-wymiarowej posiada w punkcie py = (z7,...,w,) styczną obu- 
stronną, jeżeli 
10) p,e4. 


29) Istnieje ciąg liczb Ś,,...,Ś, O następujących własnościach: 
a) Można wskazać ciąg punktów p= (2/,..., 04) takich, że 


Pe F Po, Pge4, (B/1,2...2), lim pę= po; 
e gf, — r9 EJ 
lim á IE SEERE (ZAWSZ) 
glo 4 n 
PACE 
aj 


6) Istnieje ciąg punktów 

dg = (Yh, y?) 

takich, że 
ma F Po dp E An (B/1,2;-..), pe Ma =D 


B mm 
imo CAMO E E O 
ae y 
DA 
f ali 
ô) Jeżeli 
Tą=(24,...,26)E4, re Po, (8/1.2,...), lim rę= Pos 
plo 
28 =y > 
lim Z = WAB n), 


als y / n 


to albo n= £, E Abos ny m EE VA) i 
Uwaga. Jasnem ab że jeżeli istnieje ciąg Ś,.. ..5, 0 włas- 
nościach a, 8, ô, to istnieje tylko jeden dalszy ciąg o tych własnoś- 


e 


ciach, mianowicie ciąg — Ś194:15 — Bu: 
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$ 22. Twierdzenie. Zbiór punktów na kontinuum K o ogra- 
niczonej zmienności, w których nie istnieje styczna obustronna do K 
(por. $ 21) rzutuje się na każdą prostą przestrzeni jako zbiór miary 0. 

Dowód. Pomijamy banalny wypadek, gdy K redukuje się 
do punkta. Oznaczmy (zob. § 19, str. 38). przez O(ż) = { fi (t, fa (Oy 
absolutnie ciągłe odwzorowanie o polu [a, b] = 4, dla. którego 
0(1)=K. 

Oznaczmy, jek w § 20, str. 38, przez M, Z, U zbiory, w któ- 


rych | 23 /,/ty* odpowiednio nie istnieje, = 0, > 0. 
2h 
Dobierzmy zbiór T tak, aby czynił zadość twierdzeniu z $ 20, 
str. 38 i aby ponadto obejmował końce 4. 
Przyjmijmy (por. $ 1, str. 10) 


(1) T SRU 
W, ED OE. 
Mamy 0(W,)=©9(Z+-T) WCW.. 


Zbiór Ø(Z + T), a zatem i identyczny z nim zbiór O(W,) 
rzutuje się na każdą prostą jako zbiór miary zero ($ 3 D), str. 14). 


Przyjmijmy 
U=4— W, U, :4— W, 
Mamy j 
(2) UCA—T. 
U, + W, ==4. 
(3) ECU, 
B(U,). O(W,) =0. 
(4) D(U,) = 9(4) — D ( W), 


O- (6(U,)) = U,. 


Z ostatniego związku wnosimy, że związki 


(5) t,eU,, (to) = D(t) 
pociągają 
(6) tse iUs 


Na podstawie (4) wystarczy wykazać. że K ma w każdym 
punkcie zbioru ©(U,) obustronną styczną. 
Niehe po My: 49M (U): 
Własność 1°) paragrafu poprzedniego zachodzi. 
44 
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Istnieje 
(7) ENER 
dla którego 
(8) Dito): = Po- 
Według (3) jest 
(9) 2 fa (ła)* #0. 
ah 
Przyjmijmy 
(10) e J200) (2/1, 
SĄ y fa (to)? 
alt 


Sprawdzimy, że zachodzą własności œ, 6, ô $ poprzedniego. 

Niech ciąg punktów t,,tą,... zmierza do ż, z prawej strony. 
(te Fto; a/1,2...). Według (9) od pewnego wyrazu począwszy 
D(t) F O(t) — bez szkody dla ogólności możemy założyć, że 
zachodzi to począwszy od pierwszego wyrazu t. j. 


D(t) Dl), (a/1;2,...). 


Przyjmijmy 
Pa = D (ta) = A (la); --- WALC) <= (zę, ..., ża): 
Oczywiście 
ka Pu € K, (af1,2,. ::),.- lim p, 24, 
Eia ALINEE AOE EE 
Va- - zy Nz ) — falto)? 
al al 


Dzieląc licznik i mianownik prawej strony przez 
f ZU 


i przechodząc do granicy widzimy, że prawa strona, a zatem i lewa 
zmierza do £}. 
Sprawdziliśmy, że własność œ $ poprz. zachodzi. Własność 8 
sprawdzamy biorąc ciąg t, zmierzający do ł, z lewej strony. 
Pozostaje własność 0. 
Załóżmy, że 
rq (21,.:.+2n) e P(A), (a/1,2,...) 


(11) FEE Pono (GA;25z2)) 
12) lim r+= Pos 
aloo 
(13) lim AA = M; (A/1,...,n) 
a«/ J a 
J > (z% Ze” cy)? 
zh 
Istnieje t4, dla którego 
(14) +. ze O (t4); 
(15) ZM), MUR RLGA ZJ 
Z ciągu ta wybierzmy ciąg zbieżny 
lim b, = 
ajoo ** 
Według (8), (12), (14) 
(16) WAL AZYL CHEN 
a zatem (por. (7), (5), (6) 
(17) tel. 
Z (11) dostajemy 
t FE. 


Z ciągu {¿,,} można wybrać ciąg zmierzający do # z prawej 
(I) lub z lewej strony (ID. 

Wychodząc z (13), (15) i (17) i posługując się tym ciągiem wy- 
branym, dostajemy przechodząc do granicy w wypadkach Ii II 
odpowiednio 


r 
(18) m= aedi, = 
= 
ah 

względnie 

$ (Ë 
(18 bis) IS pa, (Adda) 

VŻst 


Ali 


Rozumujemy w tym celu. tak samo, jak przy sprawdzeniu 
własności œ i 6. 
Na podstawie (7), (17) i (2) macierz 
| fi (tł) ;:--;n(to) | 


| FG), fy(F) | 
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jest rzędu < 2, zatem na podstawie (10) i (18) mamy wypadkach 
I i IF odpowiednio 


(A[1,....n0). 
W ten sposób stwierdziliśmy, że własność ð paragrafu po- 
przedniego zachodzi. 


Część III. Zastosowania do kontinuów i łuków prostowalnych. 


§ 28. Rezultaty następnych paragrafów słuszne są przy każdej 
takiej definicji D długości zbiorów, odnośnie do której zachodzą 
następujące twierdzenia 1): 

19) W wypadku, gdy zbiór jest położony na pojedynczym 
łuku prostowalnym, definicja D daje identyczny wynik z klasyczną 
co de istnienia długości zbioru i co do jej wartości. 

20) Dla zbiorów mających skończoną długość (== prostowal- 
nych), długość części nie przekracza długości całości. 

39) Każdy zbiór domknięty, zawarty w zbiorze prostowalnym, 
jest prostowalny. 

40) Rzut zbioru prostowalnego pa dowolną prostą jest mie- 
rzalny i miara rzutu nie przekracza długości zbioru. 

50) Długość sumy skończonej lub przeliczalnej ilości zbiorów 
rozłącznych i prostowalnych równa się sumie ich długości. 

6°) Długość zbioru, rzutującego się na każdą prostą, jako 
zbiór miary zero, wynosi zero, 

8 24. Twierdzenie. Pojęcia: Kontinuum o ograniczonej zmien- 
ności ($ 10, str. 28), kontinuum rozwijalnego w ciąg dendrytowy 
($ 13, str. 29), absolutnie ciągłego odwzorowania odcinka i konti- 
nuum prostowalnego ($ 23) — zlewają się. 

Dowód. Na podstawie $ 19, str. 38 wystarczy okazać iden- 
tyczność kontinuum prostowalnego z kontinuum o ograniczonej 
zmienności. 

Niech K będzie kontinuum prostowalnem. 

K jest ograniczone ($ 23, 4%. Oznaczmy długość K przez 
s< + oo. Niech K,,.... K, będą rozłącznemi podkontinuami K. 
Niechaj a,, b, będą punktami na K,, których odległość o(a,,d,) 
równa się średnicy K,. Rzut K, na prostą a,, b, ma długość = o(a, „b, ). 
Kontinua K, są prostowalne ($ 23, 39). 


1) Definiejami takiemi są między innemi definicja Peany i Jansęną, 
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Według $ 23, 40 
0 (a, bp) S długość K,. 
Sumująe i korzystając z $ 23. 29 i 50 mamy 
y o (a,,b,„) długość y ZLA: 
>= Pó 
w »/i 
co dowodzi, że K jest kontinuum o ograniczonej zmienności (por. 
$ 10, str. 28). 
Załóżmy z koleji, że K jest kontinuum o ogranieznej zmien- 
ności. 
Pomijamy wypadek, gdy K redukuje się do punktu. 
Rozwińmy K w ciąg dendrytowy Ł,, Zą,... (por. $ 19, str. 38). 
Oznaczając przez /, długość L, mamy ($ 18, str 29) 
WIZA 
(1) Że l, = h < + w». 
pfl 
Oznaczmy przez L, resztę pozostającą z L, po odrzuceniu 
końców. Według $ 17, b), str. 34 


PP PZZOWA(LEE 0); 


stąd zaś wnosimy na podslawie (1) i $ 23, 19, że 


a Zad 
długość X L, =h. 
wl 
Zbiór K - ZD, rzutuje się na każdą prostą jako zbiór_miary 
zero (por. $ 17 c, str. 34), zatem według $ 23, 6°, długość jego wy- 
"osi zero. Stąd ($ 23, 50) 


długość K = długość X Li, + długość (K — 5 Li) = h < + o. 


Uwaga 1. Twierdzenie powyższe daje nam trzy kryterja ko- 
nieczne i wystarczające, aby kontinuum było prostowalnem. 

Uwaga 2. Możemy uzyskać inne kryterjum opierając się 
na twierdzeniu *): Jeżeli /4(t),...,/„(ż) są funkcjami o ograniczonej 


1) Twierdzenie to, jeszeze nie publikowane, zostało zakomunikowane mi 
uprzejmie przez Prof. W. Wilkosza. 
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zmienności o wspólnem polu A ==|a,b], to istnieje ciągłe i jedno- 
jednoznaczne odwzorowanie przedziału A w siebie t= (t) takie, 
że /,(p(z)),..., /„(p(z)) są funkcjami absolutnie ciągłemi w 4. 
Mamy zatem: 
$ 25. Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i wystarczają- 
cym, aby K było kontinuum prostowainem iest, aby istniały funkeje 
o ograniczonej zmienności 


{91 (0) -3 Ia (H) = Wid), 
określone w przedziale 4, dla których 


K=W(A). 


$ 26. Twierdzenie. Jeżełi K jest nie redukującem się do 
punktu kontinuum prostowalnem, to istnieje ciąg podkontinuów K, 
homeomorficznych ze zbiorami płaskiemi (dendrytów ) 7) 


KRESKADIS 
takich, że 
długość K = lim długość K,. 
v|oa 


Wystarczy przyjąć K, =, L, (por. $ 24, str. 47). 
aji 

§ 27. Twierdzenie. Kontinuum prostowalne posiada obustronną 
styczną wszędzie poza pewnym zbiorem o długości zero. 

Wynika to z § 22, str. 43 z § 23, 6° i z § 24. 

$ 28. Twierdzenie. Jeżeli L jest łukiem pojedynczym pro- 
stowalnym, położonym w przestrzeni trójwymiarowej, zaś d jest do- 
wolną prostą, to można z L usunąć zbiór B o długości zero tak. że 

19) Styczna do L istnieje w każdym punkcie zbioru L—B. 

20) Jeżeli d, jest prostą równoległą do d, to wszystkie styczne 
poprowadzone do L w punktach zbioru (L -B).d, leżą w tej sa- 
mej płaszczyźnie ZI(d,) zależnej od położenia d,. 

Dowód. Niech /4(5), /4(8), /3(8) stanowią naturalną reprezen- 
tację L w przedziale |0, l] ( = długość 2). 

Rozpatrzmy tylko wypadek, gdy d pokrywa się o osią 2 — 
inne sprowadzają się do niego przez zmianę układu spółrzędnych. 


1) T. Ważewski: Sur les courbes de Jordan ete. Annalles de la Soc. 
Połon, d. Math., rocznik 1924. 
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3 
Niech C będzie podzbiorem [0, 2], w którym J f, (s)? nie ist- 


yji 
nieje lub nie równa się jedności, zaś T' niech będzie (por. § 20, 
str. 38) zbiorem miary zero takim, żeby związki 


s, e [0,1] — 7, sze [0,/]— T 
pociągały 
Fils) falsi) 
filsa) Falsa) 
Wystarczy przyjąć B = ®(C + T), gdzie Ø (s) jest naszą na- 
turalną reprezentacją L. 
Uwaga. Twierdzenie daje się uogólnić na kontinua prosto- 
walne położone w przestrzeni n-wymiarowej (n >> 3). 
$ 29. Twierdzenie. Na każdem kontinuum K prostowalnem 
nie redukującem się do punktu istnieje przeliczalna liczba poje- 
dynczych prostowalnych łuków otwartych (= pozbawionych końców), 
nie mających punktów wspólnych, po których usunięciu pozostaje 
na K zbiór o długości 0. 
„Wynika to natychmiast z $ 17, e). str. 34, z § 24 iz § 23, 6°. 


= 


= (. 


ERRATA. 
Str. wiersz zamiast winno być 
26 11 jednoznaczne  jednojednoznaczne 
40 2 G (s) G„(s) 
40 3 e(t) Ex (t) 


40 4 


n n 


